1 Potenciacién

Sea a € R, n € N, la expresiéon a” define un nimero real asi: ¢ =a-a- ... a,
n veces

El nimero real a recibe el nombre de base, n el de exponente y el resultado del
producto es la potencia de orden n de a.

base exponente expansion potencia

'3, 333 2
Eiomolo 1\ 5 55 5 125
Jemp g4 8 4 8-8-8-8 4096
(_71-)2 —_n 2 —n ., = 12
7 7 T 49

m

Si el exponente es un numero entero m < 0 la expresion a™ se define asi:

m 1, sim=0
@ = (a‘l)_m,sim<0

. 4\° A A St
Ejemplo 2 (9) =1, <5> = (4) = <4> .

1.1 Propiedades de la potenciacién

donde a~*! es el inverso multiplicativo de a

Como consecuencia de la definicién, se tienen las siguientes propiedades. a y b
representan nimeros reales y n y m enteros

P.1 Al multiplicar potencias de igual base, se escribe la misma base y se suman
los exponentes: a™ - a" = a™ 1"

P.2 Al dividir potencias de igual base, se escribe la misma base y se restan los
exponentes: a™ +a” =a™ ™"

P.3 La potenciacién es distributiva con respecto a la multiplicacién (a - b)" =

an . bn

P.4 La potenciacién es distributiva con respecto a la divisién (a = b)" = a™ +b"
P.5 Potencia de una potencia, se escribe la misma base y se multiplican los

exponentes (a”)"" = a™™

1.2 Radicacién

Sia € R, meN, m > 2 la expresién raiz de orden m de a o también raiz
m—ésima de a, representada mediante el simbolo %/a,es otro nimero real ¢ que
cumple la condicién que ¢™ = a.

Wa=c<=c"=a,ceR



Obsérvese que se exije que ¢ sea un nimero real, por tanto no tendrd sentido
preguntarse por expresiones de la forma v/ —81,1/—9, {/ %41 porque en niguno de
los casos es posible encontrar un ndmero real ¢ para el cual ¢* = —81, ¢ = —9,
¢S = 1.

En cambio si existen, por ejemplo, v/—11 =~ —2.2240, /—32 = —2.

Una vez se ha definido la radicacién es posible definir ™ con a € Ry
m € Q, en efecto, si m = g, donde tanto p como ¢ son enteros y g # 0, se define

a% = VaP
5 1
Ejemplo 3 53 = /52 = /25, V45 = 43, (3)® = §/ =2

Las propiedades de la potenciacién con exponentes enteros se conservan
cuando los exponentes son niimeros racionales.

Ejemplo 4

Los siguientes son ejemplos relativos a la simplificacién de expresiones con
exponentes enteros o racionales.

1771

O = L (el U
—2 —2 3\ 2 6
_ 1 2 5 )
2. (2x53) 2=(oax=) =(2) =(2) =2
= () =(5) -(5) -3
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32 tw 5x32u3 5 x3%ud 5 x 32w’ 45udwd
A (7x72 - 72)72 B l - i -2 B 7y2 — 12 -2 B ac2y2 2 B
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—6 3,.—6 —4 3
e s B @i e (1)
32z74y% B 32ygy% - 9y%+% - Qy%
272y~ 5 223402 442 46

6. (6250"b%) ¥ (2430~ 100%) % =

(54a4b8) -3 (35a_10b5) :

Ot

(35a—10b5)% Gk (a—w)% b5)é
(54a4b8) T (54)7 (a4)T (b8)T
3a=2b

5002 5aa2b?b-1

" 5a3b



a®?\> [ b \®
7. CT - @ =

a6b4 ) b3 a6 b4 aﬁ‘ cl2
cb 7 abcl2 b b3
—_ a6+6b4_3612_6 _ a12b66

8. =3(x+2)(z—-1)""+@-1"" =

B —3(x+2)+ I 3@+2)+1(x—-1)
(-1 (@-1) (w—1)*
_ —3z—-6+z—-1 227
(-1 (@—1)"*
9. Va2val =
= a%a%l = a%+%l = a,2.2g1.3 = a483 = a% = \G/E
/3207y 3
Jo, V3228
1 _
B 4 25x2y73 B (25.7322./_3)4 Q%x%yTs _
3/9 33$71y5 (2 33x71y5 % 2% 3%,1'_le%
_ 21_%x%_;y%3_% _ 215154x¥y7917220 _ 2%x%y%229
335 3 3
B 2%‘@% B 2%1'%2 - Q%QJ% _ 1 12 211$10
T B e T R Te Y

11. V2 + 50 — V72 =

V2+V2.52 -vV23.32=v24+5V2-2-3V/2=
= 6V/2-6V2=0

12. V3ab — V94202 + v/27a30% =

= V3ab— V324202 + V334303 =
V3ab — V/3ab + V3ab = V/3ab




2
13.1+<\/§—4\1/5>
_ 1+(\/5)2_2\/51+<1>2:
4z \4yz
= 1+$—1+L=1+x+i:
2 16z 2 162
_ 8x416z2+1 __(4z)2472.4x.14%1 ~
B 16z - 16 -
4z +1)?
- =22

14 (Vi — /5) (u— /i + )

= uvu— Vu2o + ov/u — uo + Vao? — /o =
= uu —uvo + vvu — uo + vyu — vyv =
(uw+v+v)vVu—(ut+u—0v)yo=

(u+ 20) Vu — (2u — v) Vo

15. (\/a+\/5+\/6) (\[—\/m\/a) _

= Va2 —Vab+ Vac+ Vab— Vb2 + Voc + vac — Vbe + V2 =
= a+2/ac—b+c

6rsy—3
16. — 2
2x5y?
32 _1_1
_ 6x5 52y 372 :3x%y72673*
- 3:6% Sx% 3
= 3.’2;’3/75 = 5 = 3 yiz
6




18. (243~ 1a3/3p-3/7)"/°

= ((35)71615/319‘5/7) ( 1>%(5/3) ( 5/7)1/5:

aspd al/3p6/7

3= lgsp= af _ aib ib
a = =
1 3p2+S ~  3b

3bt  3b% be

1. En cada una de las siguientes expresiones simplifique y exprese el resultado
con exponentes positivos.

-1

—~ o~
(=
~—~ o

2-13-3)?
2~ 1y 293w
32ulp—4w—1
y*2 — 2x*1y’1 —3z72
$_1y_2 _ 3.7}_2y_1
(e) =6(3z+5) " (3)2z+ 7"+ Bz +5) " 4) 2z +7)"(2)
(f) (7272 —y=2) "

2. Simplificar las siguientes expresiones, las que contengan exponentes nega-
tivos deben ser expresadas con exponentes positivos, tampoco deben haber
exponentes fraccionarios en el denominador.

a
(a) yfa+ 5
3x
b
(b) o
(C) 9x72y7
9836y —3
2
@ [ i)
2725y
(e) 64$_1y6 ~5 xsy%
gjoy% 2y
_1 1 3
418 —10715
(f) (625a*b®) * (243a71°)° R. T
1 _1 1 2
(&) (4o +1)(5z+3)"* (5) +4 (50 +3)F RO
2 2(5z 4 3)7



2 Expresiones algebraicas y polinomios.

En la vida cotidiana se emplean expresiones como las siguientes: hay promocion,
v hoy, este vestido cuesta la tercera parte de lo que costaba, Luisa gana el doble
de lo que gana Pedro, es posible que este afio se pierda el 70% de la produccién
agricola debido al fuerte invierno.

Estas expresiones se pueden representar en forma simbdlica mediante com-
binaciones de operaciones algebraicas (sumas o restas, multiplicaciones o di-
visiones, potenciacién, radicacion, ...) con simbolos, generalmente letras del
alfabeto, que se emplean para representar situaciones cambiantes o variables.
Por ejemplo, para representar el precio de un vestido se puede usar la letra p
y la expresion este vestido cuesta la tercera parte de lo que costaba se puede
simbolizar como %p. p representa el precio de cualquiera de los vestidos que se
encuentran en promocion.

Los siguientes son ejemplos de expresiones algebraicas:

—2m+7j
5r+3 = 0
1?—t
Vd
V1ls —4a2 > 3

Con las expresiones algebraicas pueden hacerse operaciones en la misma
forma a como se realizan operaciones con nimeros reales.
Los siguientes son ejemplos ilustrativos

1. 3¢cs — bes + 13cs = 1les
2. 4(a+5b) — 3(2a — 3b) = 4a + 20b — 6a + 9b = —2a + 29

3. a(c—d)+b(d—c)—c(a—b)—(—a—b) = ac—ad+bd—bc—ca+cb+a+b =
—ad+bd+a+b

4. (wQ + m) (33:3 — m) = 32% — maz? + 3mad — m?

V2745 B V33g5 B V32 . 3a2a2a _3a-av3a _ av3a  av3a
12ab ~ 22-3ab 22-3ab  22-3ab  22-b  4b

Ejercicio 5 Compruebe que siy = a:—i—% — 2= x2—|—a%2 yy®—3y = 3+

3

2.1 Polinomios

Un polinomio en una indeterminada o variable es una expresién algebraica de
n

la forma ag + a1z + asz?® + asx® + ... + apz™ = E a;z* con la condicién que
i=0
i € Ng =1{0,1,2,...} y cada uno de los a; es un niimero que puede ser entero,



racional o real. Cada uno de los a; recibe el nombre de coeficiente, a; ¥ es un
término del polinomio y el mayor de los exponentes, recibe el nombre de grado
del polinomio.

Puede ocurrir que en la expresion ag + a1z + asx? + azx® + ... + apz™ cada
uno de los a; ,excepto posiblemente aq , sea igual a cero, en este caso se dice
que se tiene un polinomio constante, en el caso que ¢y = 0 se tiene el polinomio
nulo. 0,—5,34,7,/2, son 5 ejemplos de polinomios constantes. El grado de un
polinomio constante es cero.

polinomio grado
T 1
Ejemplo 6 2r + 4 1
4x® — 223 +T2? — 42 + 6 5
—11a8 8

En un polinomio, la variable z, representa un nimero real que no estd de-
terminado.

Dos términos que tengan el mismo grado, se consideran semejantes, —2x° y
725 son semejantes.

2.1.1 Operaciones entre polinomios

Adicién  Siag+aiz+asr®+asz®+...4a,x™ y bg+bix+box? +bsz3+...4-byx™
son polinomios, no es necesario que n y m sean iguales, esto es, los polinomios
pueden tener grado diferente, se define la adicién de polinomio como el polinomio
co + a1z + cox? 4 cs2® + ... + cxz® donde cada ¢; = a; + b; v el grado de este
polinomio es el nimero mayor entre n y m.

Ejemplo 7
(4+2$—5x2+6$3 —mﬁ) + (—1—2x+8x2+m4—2$5) =

=@A+ (1)) + 2+ (=2)z+ (=5 +8) 2% + 6% + 2 — 22° — 20 =
=3+ 322 4 623 4+ 2t — 225 — 2©

Multiplicacién Si ag + a1x + asz? + a3z + ... + ap,z™ y by + b1z + bow? +
b33 + ... + b, x™ son polinomios, no es necesario que n y m sean iguales, esto
es, los polinomios pueden tener grado diferente, se define la multiplicaciéon de
polinomios como el polinomio ¢y + c1z + cox? + cza® + ... + cra® donde cada
c; = apgb; + a1b;—1 + asb;_o + ... + a;by y el grado de este polinomio es n + m.

Ejemplo 8

(4+2x — 5z2 +6:c3 —mﬁ) (71 — 2x+w4)
—4 — 10z + 122 + 42® — 82* + 22° — 425 + 827 — 4210
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(2-(=2) + (=5) - (=1)) 2

((=5) - (=2)+6-(=1)) 2

(4-14+6(-2) zt
(2-1) 2% es mds cémodo realizar este procedimiento

((=5) -1+ (<) (-1)) a®

(6-1+(=1)-(-2)

(0) z8

(0) z?

(-1-4) z10
multiplicando cada uno de los términos de uno de los polinomios por cada uno
de los términos del otro, esto puede hacerse gracias a la propiedad distributiva
de la multiplicacién con respecto a la adicién, al final se reducen los términos
semejantes para obtener el resultado.

—1- (4+2x—5x +62% — 2°) = —4 — 2z 4 52? — 62° + 26
—2x (4 + 2z — 522 + 62° — wG) = —8x — 42?2 4+ 102% — 122* + 227
z? (4—|—23:—5J: —|—63: —xﬁ) =dz* 4+ 22° — 528 + 627 — 210
—4+ (—2z — 8z) + (ba? — 4a?) + (—623 + 1023) + (42* — 122*) +
+225 + (2% — 5x ) + (227 + 627) — 20 =
= —4— 102 + 1a? + 423 — 8z* + 22% — 425 + 827 — 210

Ejercicio 9 Calcular

1. (2z — 3y) 3z + 2y)
2. 3z —y +22)°

3. (5x —4) (5z +4)
4. (5z —4)*

5. (5z +4)°

6. (z°—1)(z*+1)
7. (28 +1)

Divisién de polinomios Si p(z) y ¢ (z) son polinomios, y el grado de p(x)

es mayor o igual que el grado de ¢ (z), siempre es posible expresar a p (z) =
c(x)-q(x)+r(x) donde ¢(z) y r (x) son polinomios y el grado de r (x) menor
que el grado de ¢ ().

El proceso que lo permite se conoce como algoritmo de la division.

1. Se ordenan, mediante el grado de cada término, en forma decreciente tanto
el polinomio dividendo como el polinomio divisor. Es ttil completar los
términos faltantes con términos que tengan cero como coeficiente.



2. Se divide el coeficiente del primer término del dividendo por el coeficiente
del primer término del divisor, este serd el coeficiente del primer término
del cociente, el grado de este término serd la resta de los correspondientes
exponentes. Recuerda que para dividir potencias de igual base se escribe
la misma base y se restan los exponentes.

3. Se multiplica este primer término del cociente por el divisor y el resultado
se resta del dividendo. El resultado de esta sustraccién serd el nuevo
dividendo.

4. Se repite los pasos 3 y 4 con este dividendo

5. El proceso termina en el momento en que el grado del tltimo dividendo
sea menor que el del divisor.

Ejemplo 10 Dividir 4x°+7— 223 +x — 22 entre x+1—3xz? primero se ordenan
los polinomios:

(2x5+0m4—2x3—x2+x+3)+(—3x2+x—|—1)

20 + 02t — 223 — 22+ 2+ 3 322+ +1
72m5+%x4+%x3 ............. 7%373 — %x2+2¥“7x+2—;’
§$4—2$3—$2+CE+3

24,2 3,22
3¢+ grT + g

— 33 T2 4o+ 3

Y3 % o 4

9l — 7% — 577
7E1‘2+EI+3
Boa H 2
9 9 9
_52,._ 16
27T~ 7

FEl cociente es:

y el residuo:

por tanto

20° + 0zt — 22 — 2+ 2 +3

2 2 4 25 52 16
_ (—3,2 N[ 2p3_ 22,4 2 92 16
( x+x+)<3x 57 +27x+9>+< 577 9)

Ejercicio 11 Hallar el cociente y el residuo si 6x* +52% — 22 +14x+1 se divide
por 2z + 3z — 1

Ejercicio 12 Muestre que si x* — 1422 + 1 se divide por 22 — 4x + 1 el residuo
es 0



2.2 Factorizacién de polinomios

Si p(z) es un polinomio y es posible encontrar s(z) y ¢(x), polinomios no
constantes, para los cuales se cumple que p(z) = s(x) - q(z) se dice que el
polinomio p (z) se ha factorizado y que s (z) y ¢ (x) son factores de p (x).

No siempre es posible encontrar factores de un polinomio dado, saber cuando
esto es posible, requiere de algunos criterios que desbordan los objetivos de este
curso, nos limitaremos a presentar algunos tipos de polinomios con coeficientes
en Z o en Q que pueden ser factorizados sin dificultad y ejemplos de algunos
que no son factorizables, un polinomio de la forma az? + b si tanto a como b
son enteros positivos, no es factorizable, en particular un polinomio de la forma
22 + b2, llamado suma de cuadrados, nunca es factorizable, un polinomio de la
forma, ax? + bx + ¢ no es factorizable en los reales si b?> — 4ac < 0.

nombre forma
factor comin bagy + baiyz + basyx? + ... + ba,yz™
diferencia de cuadrados 2% — a?
suma de cubos 3 +a?
diferencia de cubos 23 —a?
trinomios cuadraticos ax? +bx +c
polinomio de gradon > 3 ag + a1z + asx® + ... + apz”
la forma general de factorizar estos polinomios es :
nombre factorizacién
factor comun by (ao + a1z + asx®+ ...+ anm")
diferencia de cuadrados (x—a)(z+a)
suma de cubos (z+ a) (2% — az + a?)
diferencia de cubos (x —a) (2 + ax + a?)
trinomios cuadraticos (m — =t Vzlf_‘mc) (m — == Vzl’; _4‘w>
polinomio de grado n > 3 se estudiardn casos particulares

Ejemplo 13 (z — 1) (z 4+ 2)—(z — 1) (22 — 3) hay un factor comin x—1, se fac-
toriza (x —1)[(z+2)— 2z -3)]=(x—-1)(z+2-22+3)=(z—-1) (b —=z)

Ejemplo 14 9t2s% + 6ts3 + 211352 + 3ts?hay un factor comiin 3ts?, se factoriza
3ts? (3t 4 25 + Tt + 1)

Ejemplo 15 922 — i es una diferencia de cuadrados,9z? es el cuadrado de 3z
Y % es el cuadrado de %7 se factoriza (336 — %) (3:1c + %)

Ejemplo 16 z* — 16y® es una diferencia de cuadrados,z* es el cuadrado de x?
y 163 es el cuadrado de 4y*, se factoriza (332 - 4y4) (m2 + 4y4), 22 + 4y* no
es factorizable por ser una suma de cuadrados, pero x2 — 4y* es una diferencia
de cuadrados y se puede factorizar como (m — 2y2) (m + 2y2) , N consecuencia,
la factorizacion de x* — 16y° es (z — 2y°) (z + 2y?) (22 + 4y*) .

Ejemplo 17 2 (z — 2y)* — 1822, 2 es un factor comin 2 (x — 2y)° — 1822 =

2 [(x —29)% = 922| la expresion (z — 2y)° — 922 es una diferencia de cuadra-

10



dos, x — 2y es el cuadrado de (x — 2y)2 y 922 es el cuadrado de 3z entonces
2 [(x —9y)? - 922} =2[((z — 2y) — 32) ((z — 2y) +32)] = 2[(x — 2y — 32) (z — 2y + 32)]

Ejemplo 18 2% — 3° es una diferencia de cubos, x> es el cubo de = y y° es el
cubo de y° se factoriza (x — y*) (332 +zy® + (y3)2> = (z —9*) (2% + 2y + )

Ejemplo 19 27234512 es una suma de cubos, 272> es el cubo de 3z y 512 es el
cubo de 8, luego 2734512 = (3z + 8) ((33:)2 ~8-3x+ 82) = (3 + 8) (922 — 24z + 64)

Ejemplo 20 22 — 7z + 12 es un trinomio de la forma ax® + bx + ¢ con a =
1,b= -7 y c = 12,entonces,

Ejemplo 21 (2z — y)3 — 8, 8 es el cubo de 3, entonces
ey’ -8 = (w-y)° 2=
= ((2e-p)-2) (e -y +200 -y +2)
= (2z—-y-—2) ((2x)2+2-2$y+y2 —4x+2y+4)
= 20—y —2)(42® +day + 9> — 4o+ 2y +4)

Ejemplo 22 81z° — 256y8x, obsérvese que x es factor de 81z° y de 25618z =
8129-256y"s = x (812° — 256y°) = = (3% — 2%%) =« ((3%%)” - (2'9")") =
x (32334 — 24y4) (32334 + 24y4) . Ahora,3%z* — 2%y* es a su vez una diferencia de
cuadrados, que se factoriza: (3962 — 22y2) (3352 + 22y2) . Al ser 322* 4+ 2%9* una
suma de cuadrados, no se factoriza. Luego la factorizacion de 81z° — 256y8x es

T (3:1:2 _ 22y2) <3$2 + 22y2) (32:1:4 + 24y4)
= x (3362 — 4y2) (3:102 + 4y2) (9964 + 16y4)

Ejemplo 23 2°—y*—z—y =2’ -y’ —(z+y)=(z—y) (z+y)—1-(z+y) =
(z+y)((z-y)-)=(+y)(r—-y-1)

Ejemplo 24 6bc — 9¢? — 12cd — 8be + 12ce + 16de agrupemos los términos en
dos grupos de tres términos cada uno, (la agrupacion que se hace no es la inica
posible) (6bc —9¢? — 12cd) —(8be — 12ce — 16de) el primer grupo tiene un factor
comin que es 3¢, y en el sequndo, el factor comin es 4e =—> (6bc —9¢% — 120d) —
(8be — 12ce — 16de) = 3c¢(2b— 3¢ —4d) — 4e (2b — 3¢ — 4d). Ahora, el factor

comin es 2b—3c—4d y la expresion se factoriza como: (2b — 3¢ — 4d) (3¢ — 4e) .
Ejemplo 25 Una expresion de la forma a (ac")2 + bz™ 4+ ¢, se puede factorizar
en dos factores reales de la forma (dz™ — e) (kz™ —m) con dk = a,dm + ek =

b,em = c siempre y cuando, b®> — dac > 0.

6210 +52° — 6 = 6 (°) 4+ 52° — 6 = 6 (y)* + 5y — 6
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—54+/52—4-6-(—6)
2.6

y - .
54169
B 12
8 -38 2
Y= T2 VYT 1
3 2
6y° +5y —6 = <y+2) <y—3>

= 2y+3)By-2)
= (22" +3) (32" - 2)

Ejemplo 26 Una expresion de la forma ™ +a™ cuando n es impar se factoriza
como (x + a) (x"_l —az" 24+ a%an 3 — gl L+ a”_l) , cuando n es par,
no siempre es factorizable en los reales. Si m es par y también es maltiplo
de 3 se puede factorizar como una suma de cubos: % 4+ 1 = (z2)3 +1% =
(22 41) (z* — 2% +1).

En general, si para el polinomio p (z) = ag + a1z + aza® + ... + a,a", hay
un nimero real b, para el cual p (b) = 0 se puede afirmar que x —b es un factor
de p (z) .No siempre es ficil encontrar los valores de b para los cuales p (b) = 0,
pero, niimeros de la forma “* donde m es un divisor de ag y n es un divisor de a,
son candidatos a cumplir esta funcién. Numeros de esta forma se les llama ceros
racionales. El polinomio p (x) = 23+ 322 — 3z — 1 tiene como candidatos a ceros
racionales el conjunto {—1,1}. p(=1) = (=1)>+3(=1)*=3(=1)—1 = —143+
3—1=4+#0, z+1no esun factor. (1)°+3(1)>~3(1)—1 = 143—3—1 = 0 por
tanto = — 1 es un factor. El polinomio se factoriza como (z — 1) (z? + 4z + 1) .
.Es el polinomio 22 + 4z + 1 factorizable en los reales?

q(z) = 32* + 1723 + 2122 — 3z — 2 tiene como candidatos a ceros racionales
al conjunto {:tl, +2, :i:%, :l:%} ,

(@) - o)) ) ()

3 17 21 3

pr— —_— —_— 7_7_2
34+33+32 3

1 17+21 o

2T 27 9
18 21 6 21 27
27+9 9+9 9

Por tanto x — % es un factor y 3z + 1723 + 2122 — 32 -2 = (m — %) ¢ (x) ;Quién
es ¢(x)? (Tiene ¢ (x) algun otro cero racional? Obsérvese que en este caso es
equivalente a encontrar un par de nimeros que sumados den como resultado b

y multiplicados ¢

12



Ejercicio 27 Factorizar cada uno de los siguientes polinomios
1. 64 — 3242*

8129 — 256y8x

9a® — 4b*c?a

z8 +4°

z? 4+ 10z + 16

1522 + 11z — 12

4022 + 6zy — 70y>

1222 — x (2y — 32) — 6 (2y — 32)°

12z* — 1323 + 322

© »® N e A W

,_.
e

23— yd — 22 g2

3 Fracciones algebraicas.

Si p y ¢ son polinomios, la expresion de la forma % recibe el nombre de fraccién
algebraica .
22 -5z +3 22+ 7
z+6 Txt =2+ 4

Ejemplo 28

Las fracciones algebraicas pueden simplificarse, simplificar una fraccién al-
gebraica consiste en descomponer su numerador y su denominador en factores
irreducibles en R y eliminar todos los factores que sean comunes al numerador
y al denominador.

?4+2x-6 (r43)(x—2) x—2
22+52+6 (z+3)(x+2) x+2

Ejemplo 29

Definimos la suma de fracciones algebraicas asi: si % y + son fracciones

algebraicas, 2 + Z = pst "q
q s qs
1 25 1 25 24
Ejemplo 30 — + z — 1T _Z
x x x x

3+2z 4+ 22
Ej lo 31 =
Jemplo x+3+x+4

(3+2z) (x+4) + (z+3) (4+a?)
(x4+3)(z+4)
x® + 522 + 15z + 24
22+ Tx + 12

13



Ejemplo 32

La resta se define como

Ejemplo 33 v

22 —8x+15 2224+ 7x—15

902—1—935—1—20Jr 22+ 3v—4

(z+5)(2z —3)

@+ d)@—1)

(x—1) (z+5)(2x—3)(z+5)

— = |

z+4)(z—-1) (z+5)(z+4)(z—1)

z—5)(z—1)+ (z+5)(2z —3) (z+5)
(z+5)(z+4)(z—-1)

323 + 822 + 43z — 90 _ 323 + 822 + 43z — 90

(x+5)(z+4)(z—1) 23+8z22+ 11z —20

—11 22-3z-1

+5  22-25

x+5 2 — 25
(- 11)(xz—5) —(a® -3z —1)
N 2 — 25 2 — 25
(z—11)(z—5)+ (- (2 =3z — 1))
2 — 25
_ x?—16z+55 -2 +3z+1
N 2 — 25
132456
- 22-25
El producto se define como % L= %
T+ 7 z2 —25

Ejemplo 34

La division se define como % -

22 — 21 —35 a2+ 14x +49

(z+7) (2% — 25)
(22 — 2z — 35) (z2 + 14z + 49)
(4+7)(x—5)(x+5)
(z—7)(x+5)(z+7)°
(z—5) _ (xz—5)

(x=7)(z+7) 22-49

*S

r
s T

S

p.s
qg T

2
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z? —25 . T+ 7

JOIPIO 0 14r + 49 © 22 — 2z — 35

x2—25 x2— 2 —35
22+ 4z +49 x+7
(22 — 25) (2% — 2z — 35)

(22 + 1424+ 49) (z+ 7)
(x=5)(x+5)(x—7)(x+5)
(z+7)2(x+7)
(x=5)(@+5)* (-7
(x+7)°

3.1 Fracciones complejas

Una fraccién compleja es una fraccién en la que su denominador o en su numer-
ador hay a su vez fracciones.

x4

Tty 2962+ ml

Ejemplo 36 v, r=2 1+
xr

Si se necesita transformar una fraccién compleja en una fraccién simple, se
reducen, mediante operaciones algebraicas el numerador y el denominador de la
fraccién, y se eliminan todos los factores posibles

x
Ejemplo 37 x—{—Q Observe que 2> +3x +2 = (z+2)(z +1) =
x+x2—|—3x+2
x
T+ 2 B
TR R
T3z +2
z(z+2)—z 2?2+ 20 -z
T+ 2 T+ 2

z(x+2)(z+1)+1
(z+2)(x+1)
22+
T+ 2

22+ 322 +22+1
(x4+2)(z+1)

x(x+1)

3+ 322+ 2 +1
(x+2)(z+1)

z(x+1)(z+2)(x+1)

z+ 2
23+ 322+ 22 +1
(x4+2)(z+1)
z(z+1)>

(x+2) (22 + 322+ 22+ 1)

15
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1. Reescribe la fraccién dada de tal manera que obtengas una fraccién equiv-
alente, con la expresiéon que se encuentra a la derecha de la coma como
denominador.

a+ 3b 3
(a) Bab? (5ab)

a2 _ b2
(b) a? + 2ab + b2

2. Reducir cada fraccién a su expresiéon minima.

?+z—6

z2+52x+6

(b) (w + 22) (6w? + Twz — 322)
Bw — 2) 2w? — wz — 622)

z? 4 y°

26 — b

ah + — 2aKk —

(d)3h 4bk — 2ak — 6bh
2ah — 4bh 4 ak — 2bk

(a)

3. Efectuar la operacion indicada y reducir cada resultado a su expresién
minima.

3r—3y z+2
2x+4y. T—y
2 — 9y
2z +y
o3+ 8y% 2?4 2wy —3y? 2 — 9y?
22 —4y? 922 + 3xy +y2 | yx + 32

=+ (35(}2 - Qxy)

15z — 4
d -2
(d) 5 — 3
9x% — 492 2 —5x
() 2 20 TOT
122y 6x 4y

© 2 _ 3 . 5
(a+3b) (a+3b)(a—2b) (a+b)(a—2b)
@ 5+5+5 -0

4. Transformar las fracciones complejas en fracciones simples.

r — 16
() T—&
3 4
2a — a—|—2
a —
(b) 10a + 4
a—
2a + 3
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